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Dentro de las posibles acciones dinámicas sobre puentes (viento, seísmos, frenados, 
etcétera), sólo se va a considerar aquí el impacto de la sobrecarga, es decir, la influencia 
dinámica que aparece al circular por los puentes cargas móviles. Este importante pro-
blema es clásico en la ingeniería, ya que se remonta a los primeros aüos del transporte 
por ferrocarril, como puede comprobarse en la bibliografía que acompaüa a estas notas. 
A continuación se resumen, casi en esq nema, los aspectos más importantes que apa-
recen al considerar este tema. 
l. En general, estudios teóricos y experimentales tienen que combinarse, si se de-
sean obtener resultados y conclusiones prácticas para el proyecto. En efecto, si se utili-
zan solamente pruebas y ensayos de carga sobre puentes reales, se obtienen normalmente 
diagramas de puntos con ninguna aparente conexión entre ellos. Por otra parte, la especu-
lación teórica, a veces no capta totalmente la realidad física del fenómeno del impacto y 
exige para su aplicación el conocimiento previo de un conjunto de valores dinámicos ca-
racterísticos. 
2. Un estudio estructural dinámico puede producir los siguientes tipos de resultados: 
2.1. Historia temporal de una respuesta (flecha, esfuerzo, reacción o fuerza de con-
tacto entre carga móvil y puente). 
Generalmente la historia temporal consiste en la obtención para una determinada 
sección de la variación de una respuesta dinámica a lo largo del tiempo. A veces tiene in-
terés la fotografía de la respuesta dinámica, es decir, la variación de la respuesta a lo lar-
go del puente en un instante determinado. 
2.2. Impacto. 
Este término puede referirse a una sección específica o a todo el puente. 
En el primer caso se denomina impacto al valor máximo de la relación respuesta di-
námica/respuesta estática. 
Si se desea determinar el coeficiente de impacto para todo el puente, dos tipos de 
funciones pueden considerarse: 
máxima respuesta dinámica en el puente ~l 
la/1 s = ----------------
máxima respuesta estática en el puente 
X 
[
máxima respuesta dinámica ele la sección x ]~1 
Imáx = máximo 
máxini'l respuesta estática de la sección x 
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El conocimiento de I a lJ s puede tener interés en vigas de resistencia uniforme, en 
cambio, la consideración de Imáx puede ser necesaria en vigas no uniformes. 
3. Se considera primeramente el caso particular de un puente simplemente apoya-
do bajo la actuación de una sola carga concentrada móvil, con velocidad constante. 
Los parámetros que se consideran son: 
a) Con respecto al puente. 
Características elastomecánicas E, l. 
Masa unitaria p. 
Amortiguamiento externo -r¡ e interno -r¡1. 
b) Con respecto a la carga. 
Masa m. 
Velocidad v. 
Características de muelle k. 
Amortiguamiento de fricdón ~. 
Así, pues, fórmulas empíricas o teóricas que deduzcan un coeficiente de impacto l 
en función únicamente de la luz del puente no son las más adecuadas. 
4. Las ecuaciones del movimiento correspondiente al caso que se estudia pueden ser 









de lo viga descargado 
Siendo M el momento flector, que puede ponerse en función de la curvatura de la viga 
a! Y y de la velocidad de la deformación longitudinal: 
e x1 
as y 




a2 y aa y 
M(x,t) =-El---1]1---
a x2 ata x2 
q (x, t) es la fuerza unitaria, que considerando las acciones actuantes p (x, t) y las fuerzas 
de inercia y amortiguamiento viscoso: 
a2 y a y 
-p--; y -1]--
a t 2 a t 
respectivamente, se obtiene fácilmente: 
a2 y a y 
q (x, t) = p (x, t)- p ---TJ --
a t2 a t 
La ecuación de equilibrio se convierte en: 
a4 y a2 y a y a~· y 
El--+ p-- + l]--+ 1]1 --- = p(x,t) 
a x4 a t2 a t a t a x 4 
Si p (x, t) es la fuerza de contacto producida por una masa concentrada móvil m, que 
se mueve a velocidad constante v, se deduce de la figura 2: 
con: 





xP = vt 
o (x- Xp) distribución de Dirac. 
el z2 
P(t) = k(z-y0,p-yp) + mg ± ~mg = mg-m--
d t2 
Se considera + ~ si 
d 
-[k (z-yQ, P-yp)] > (ó y-~)> O 
dt 
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y - ~ en caso contrario; o lo (lUe es e(luivalente, supuesto k y 111 positivos, a la ecuación 
anterior escrita en la forma: 
con: 
d~ z 
P (t) = k (z- Y". 1,- y 1') + m g + E ~ m g = m g- m---
d t2 
(/:1 z ([:l z 
E=---
dt3 dfl 
.5. Para un estudio general del problema es conveniente introducir el siguiente 








1t~ E I 
lf = y 
2 p ~~ g 
1ll l] ~~ l] 1 7t~ 
~-----z 
2 p ~~ g 
111 = -- ' l] = ' ll1 = ----- ' a.=-- -- ' ¡J.--- ---vl 1 / p _ P 11 kp 
7t 1 E 1 1t2 , 111 E l p l 2 1t2 1 p E 1 2 l~ 1 p E 1 
El rango de variación de los anteriores parámetros, obtenidos según (3) de 46 puen-
tes ele ferrocarril con luces entre 7 y lOO metros, es: 
O< m< 5 
o< (J.< 0,1.5 
O < m a.~ < 0,1 
o< n1 ¡_.¡.2 < 1 
o < l] + ll1 < 1 
o<~< 0,1 
Se ha supuesto una velocidad del móvil v = 30m seg-- 1 = 108 km hora- 1 v una fre-
cuencia propia ele la carga ele 3 cidos/ seg. 
Las ecuaciones del movimiento, consicl ~rancio las variables aclimensionales anterio-
res, se convierten en: 
a~ y a~ y a y a:; y 
-- + a.2 -- + 2 (J. l] -- + 2 (J. ll1 ---- = 
d x4 a t2 a t a E a x4 l
l d2 -zl 
-- m a.2 ----= 7t o ( x- t ) 
2 d t2 
a.2 d2 z 
z-yl'-y0 ,I' +----+E----= O 
¡_.¡.2 d t2 2 1ll ¡_.¡.2 
6. La solución analítica ele las ecuacio!les diferenciales no lineales anteriores con las 
condiciones iniciales y de contorno correspondientes es en general un problema compli-
cado. Aquí se indican sólo algunos casos especiales importantes. 
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con: 
6.1. Vibraciones libres: 
p (t) =o 
a4 ú a~ y a y a~· y 
-- + CL~ -- + 2 CL 11-- + 2 CL ;;¡1 = Ü 
a x4 a f:! a t a t a x4 
Condiciones de contorno: 
a~ ú 
y = -- = O para x = O y x = 1t 
a :\:2 
Modos de vibración: 
y 11 = exp (- c 11 x) sen w 11 x sen n t 
n~ l ( 1l )2T/2 
w11 =-:- l- ~+n2 TJ 1 .l 
Frecuencia fundamental: 
1 W¡ 1 
ft = -- = -- = --/1-(T] + TJ¡)~j1 1 ~ 
T¡ 2 1t 2 1t CL 
Decrecimiento ele amplitudes del primer modo: 
El significado físico de los parámetros et. y 11 se deduce fácilmente: 
Velocidad de la carga 
CL =------------------------------
2 X frecuencia del puente X luz 
Frecuencia de la carga 
~ =------------------
Frecuencia del puente 
6.2. Vibraciones forzadas. 
Se desarrolla la carga en serie de Fourier; es decir, 
2 (/_ 
o ( x - t ) = - :¿ sen 11 x sen 11 t 
7t 11 =-=- 1 
y la flecha de la viga puede ponerse en la forma: 
'/ = :¿ q 11 (t) sen n x 
11=1 
Introduciendo estas expresiones en las ecuaciones de equilibrio se obtiene para el tér-
mino n-simo (sen n x) la expresión: 





y la condición del equilibrio de la carga móvil se convierte en: 
a~ .. ~ 
z ~ q 11 sen n t - !fo.r + -- z + E ---- = O 
n=:O 
Se estudian varios casos de carga particulares: 
a) Caso estático a ~ 0: 
n~ q 11 =sen n t 




y = ~ -- sen n t sen 11 x 
11 =- 1 n~ 
b) ~1asa de la carga despreciable (problema de Bleich) m = 0: 
n~ q 11 + 2 a (TJ + 11~ T] 1) IJ 11 +a~ q 11 =sen 11 t 
ecuacwn diferencial de coeficientes constantes con carga armónica, que puede resolverse 
fácilmente mediante la integral de Duhamel. En el caso particular de amortiguamiento 
nulo se obtiene la solución dada por Timoshenko: 
q 11 = 
1 
1 sen n t-~ sen ~ t J 
n~ (n~- a~) n a 
y la respuesta es: 
11 == 1 [ 
a n2 J 




e) Masa de la viga despreciable en comparación con la masa de la carga; es decir, 
m~ X y m a:!, m J.12 finitos (a =O) (problema de Stokes). 
Resulta: 
n 4 q 11 = ( 1 - 2 m a 2 z) sen n i 
y la condición de equilibrio de la fuerza es: 
•• cxc sen 2 n t ~ 
z- (1-2m a2 z) ~ -Yo 1 + E = O 
11=1 n~ 2m !J.2 
Si se denomina: 
00 sen~ 11 t 1 
T1 (t) = 2: --- = -fi (n-f)2 
11= 1 n4 6 
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la ecuación anterior se convierte en: 
- - a..2 .. - ~ 
z + (1 +2m ¡12 T1 ) -- = y0 , t + T1 -E---= O 
[-1.2 2m¡J.2 
Ecuación diferencial obtenida por Zimmermann para el caso de m ~2 = oo. 
d) El caso general puede ser tratado aproximadamente mediante diferentes técnicas 
de cálculo (método de Inglis, funciones de forma generalizadas, método de Rinkert, dife-
rencias finitas, etc.) que por su extensión no se presentan aquí. 
7. La generalización del problema anterior, a situaciones de vigas continuas y/ o de 
sección variable, exige en general métodos numéricos. Aquí se describen brevemente las 
ecuaciones que aparecen al aplicar la conocida técnica de elementos finitos. 
Considerando la figura 3, las ecuaciones del movimiento se deducen según la referen-
cia 3: 
.. 
M Y + C Y + K Y = P (t) 






Las matrices de rigidez K, masa M y amortiguamiento C se obtienen por combina-
ción de las correspondientes matrices elementales del elemento genérico n de la figura 4, 












Funciones de interpolación 
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k iJ == 111 f ~ E 1 (l.) <P ¡'' (l.) <P /' (A.) d l. 
~~~ i j == ~~~ I~ p (l.) <Pi (l.) <P j (l.) c1 ~.. 
i iJ == l, 2, 3, 4 
111 = X 11 + 1 -X 11 
x-xn 
1.=---
<P ¡ y <P 1 funciones de interpolación que en este caso pueden adoptar las expresiones: 
<1>1 (/.) == l- 3 A~ + 2 A;¡ 
<f>~ (A.) == ). (l- /.)~ 111 
<f>;¡ (/.) == 3 /.2 -2 ).:1 
<1>4 (/.) =- ).2 (l- /.) l/1 
Las matrices cuadradas K, M y C tienen dimensiones N X N y las matrices colum-
nas Y y P (t), dimensión (N X 1), siendo N el número total de grados de libertad consi-
derados. 
Si se estudia el caso de masa concentrada móvil a velocidad constante v se tiene: 
( 
c/2 ~ ) 
P(t) == rng-m-- D(t) 
d t2 
con: 
D (t) == )d ¡ (t) i con d ¡ (t) de dimensión (2 X l) 
d¡(t)==O si Í =/= V 
l <t>l (A.)J d y (t) == <P~ (1.) 
con: 
l.=(vt-x.,)j(xv+ 1 -xv) 
v es el máximo valor de n tal que v t- X 11 > O. 
Y la ecuación de equilibrio de la fuerza puede ponerse en la forma: 
d2 ;::. 
- 111 -- == k (z- DT (t) Y- DT (t) Y0 ) + E $ 111 g 
d t 2 
(7.2; 
con Yo un vector conocido de desplazamiento en los nudos debido a la carga estática. 
Las ecuaciones (7.1) y (7.2) pueden reunirse en la ecuación Única matricial de di-
rrcnsión N + 1: 
.. . 
M" Y" + C" Y" + K" Y" = P" (t) (7.3) 
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con: 
M0 =l~ m D (t)J ; co = r C m lO 
yo = l: 1 po (t) =~ ~'g(~ ;: J 
M0 , C 0 y K" matrices (N + 1) X (N + 1) , Y" y po (t) (N + 1) X 1 
La resolución del sistema no lineal (7.3) puede realizarse utilizando un método en 
diferencias estable, fácilmente programable para computador. Aquí se describe, como 
ejemplo, el método directo de Euler-Gauss, con un intervalo de tiempo constante ~ t, Yo" 






Y1 " =--Y1"-B 
ó.t 
4 
A=--- (Yo"+ .6. t Y0 ") + Y0 " 
./),. t2 
2 
B =Yo"+ --Y0 " 
f),.t 
4 2 
K¡" =---M¡"+ --C¡" +K¡" 
6. t 2 6. t 
La generalización de las ecuaciones (7.1) y (7.2) anteriores, al caso de varias masas 
concentradas móviles, así como la consideración de cargas distribuidas móviles es inme-
diata, resultando en general un sistema de ecuaciones diferenciales del tipo indicado (7.3). 
La extensión de la teoría anterior, a otros tipos estructurales muchas veces más ade-
cuados para representar el comportamiento de un puente, tales como placas, láminas ple-
gadas, etc., puede realizarse de forma análoga. En las figuras 5 a 11 puede verse un ejem-
plo de una placa rectangular simplemente apoyada pesante con una carga puntual móvil 
y excéntrica. Los resultados han sido obtenidos mediante el programa NASTRAN. 
8. Se comprueba que el problema del impacto en un puente real, con unas condi-
ciones geométricas y de apoyo generales, bajo la actuación de un tren de cargas dado, 
puede ser resuelto numéricamente, al menos en teoría. Sin embargo, conviene insistir que 
normalmente, en un estudio dinámico, la mayor dificultad, no reside en la determinación 
de la relación excitación-respuesta, sino en la definición de la excitación y en el conoci-
miento de las características elastodinámicas de la estructura. De ahí la necesidad de con-
siderar los problemas correspondientes que aparecen en el cálculo dinámico probabilístico 
y en la identificación estmctural, de los cuales se van a comentar brevemente su plantea-





NUDOS : 102 
ELEMENTOS RECTANGULARES 2 x 1.50 m : 95 
Característicos del material 
y = 0.20 
Espesor de membrana = 0.40 m 
i • 0.031771 lo= 0.030804 
j • 0.001302 j.= 0.002604 





Gorga dinámico : 100 Ton. con velocidad de 15 m/se9. 
a lo largo de los nudos 
5, 11, 17, 23, ..... 95, 101. 
Amortiguamiento: 0.01 
Numero de o u tova lores : 5 
Rango de frecuencia : 0.01 o 3.00 
y 
/ 
FRECUENCIA 1 0.150 Ciclos/seg. 
MODO DE VIBRACION 1 
FRECUENCIA 2 0.950 Ciclos/seg. 




FRECUENCIA 3 2.617 Ciclos/seg. 





FRECUENCIA 4 4.984 Ciclos/seg. 
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RESPUESTA DEL ELEMENTO 53 
(Cálculo modal ) 
9. La determinación de las características de una estructura a partir de un conjunto 
ele observaciones experimentales constituye el problema fundamental de la identificación. 
En términos generales este problema puede ser formulado matemáticamente como 
sigue: 
Sean las ecuaciones dinámicas de equilibrio del puente de la forma: 
M Y + G (Y, Y, a) = P 
con Y, el vector de desplazamientos; P, las fuerzas exteriores; G (Y, Y, a) es una función 
vectorial que representa las fuerzas elásticas y disipativas produeidas al deformarse el 
puente. 
Las fuerzas P y un vector ele observaciones W euyos eomponentcs son historias tem-
porales a lo largo de un período de tiempo T de todos o alguno ele los desplazamientos 
oiy sus derivadas en los nudos del puente. 
Con la anterior información, la determinación de e de forma que se obtenga el me-
jor acuerdo entre los resultados medidos W y los calculados Y, constituye un problema de 
identificación. En general, se supone que e pertenece a una eierta clase de funeioncs, que 
asegure es lo snfieientemente amplia para captar todos los efectos a simular. 
En el estudio del impacto en puentes, las tensiones y esfuerzos que se producen son 
generalmente una pequeüa proporeión de los estáticos por lo que la hipótesis lineal para 
G (Y, Y, a) es perfectamente admisible. Sin embargo, en otros casos, eomo terremotos, el 
estudio dinámico que debe plantearse exige modelos no lineales, como materiales viseo-
sos diferenciales, materiales hereditarios o modelos bilineales eon histéresis. 
La funeión vectorial e (Y, Y, a) tiene una forma paramétrica en términos ele un 
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vector incógnita a = (a1, a~, ... , ll 11 ) <1ue se determina al minimizar una función error del 
tipo: 
Observación - Cúlculo = Error en el tiempo T. 
Est<~ problema puede ser considerado dentro de una teoría general de control. Deta-
lles de su resolución pueden verse en la bibliografía. 
10. La utilización de las técnicas de identificación permite obtener para un puente 
eonstn ido sm características intrínsecas dinámicas o bien extrapolar los valores deduci-
dos en puentes construidos a otros similares estructuralmente y en fase de proyecto. Sin 
embargo, el problema adicional <1ue plante1 el cálculo dinámico, consiste en que una 
acción clin:'tmica no se repite por lo general. Es decir, el paso de un vehículo por un 
puente supone una acción P (t) dependiente de varias variables. Si se repite la experien-
cia del paw del vehículo anterior por el mismo puente, las fuerzas P (t) que se generan 
no son iguales a las anteriores. Fenómenos como no uniformidad de la velocidad, rugosi-
dad del camino, efecto ele hammer-hlou;, juntas, etc., son causa ele dicha variación. La si-
tuación se muestra aún más patente, en otras acciones dinámicas, tales como ráfagas de 
viento, seísmos o frenado. Se comprende la necesidad de un cálculo no determinístico de 
vibraciones. Así, pues, cada acción P (t) puede considerarse como función muestra pk (t) 
de un proceso aleatorio. 
De un modo más general, el conjunto de todas las acciones actuantes en un puente 
pun (x, t) con k= 1, 2, ... , constituyen un proceso aleatorio P (x, t) de dos variables. Para 
caracterizar este proceso aleatorio sería necesario, teóricamente, conocer todas las den-
sidades ele probabilidad de 111 variables p ¡ h siendo: 
P 1 ; = p (x 1, t 1) la acción aplicada en el punto x 1 en el instante t; 
y para diferentes valores de 111 = 1, 2, :3, ... 
Si el proceso aleatorio es gaussiano sería suficiente conocer las funciones de proba-
bilidad para 111 = 1 y 111 = 2 Únicamente. En particular, si el proceso es además estacio-
nario, lo que indica cierta independencia del tiempo de las distribuciones anteriore:>, bas-
ta conocer para caracterizar el proceso p (x, t) los siguientes valores: 
con: 
E ]JI 1 1 1 = media a travi·s clel r·nnjunto ele funciones muestras Jl1' (x, t) para un x ¡ y t 1 
determinados = p 1 
E lp.¡p 11 .~ 0 ] =E lp(x, t 1)p(x 111 t 1,)J = 
=E [p (x, t 1) p (x 0 t1 +-e)]= R (x 1, x 0 , -e)= R,, ¡o (-e) 
't = t ¡o-ti 
La función R (x , x 0 , ~) se denomina la correlación cruzada en x 1, x'o del proceso. 
Así, pues, p; y R , 0 (~) caracterizan nmpletamente desde un punto de vista esta-
dístico al proceso aleatorio p (x, t) supue~to este gaussiano y estacionario (lo que consti-
tuye una hipótesis usual en vibraciones de puentes). A veces, se utiliza la función S,, ,o (p) 
que se denomina función espectral cruza da de energía, transformada de Fourier 
de R , .·o(~). 
Si el sistema dinámico que describe el comportamiento del puente es lineal la res-
puesta Y (x, t) constituye un proceso aleatorio gaussiano y estacionario cuyas característi-
cas estadísticas son fácilmente deducibles ele las de excitación. 
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En el caso general, no lineal, una técnica de Montecarlo puede ser utilizada, para 
engendrar elementos muestra de la excitación p (x, t) y obtener determinísticamente uno 
a uno elementos de muestra de la respuesta Y (x, t). 
11. El análisis estadístico de la respuesta constituye un problema muy importante, 
particularmente en lo que se refiere a la definición del tipo de fallo estructural, ya que 
es aquí donde las características del material juegan un papel. En efecto, roturas por pri-
mer paso (materiales frágiles, no usuales en lm puentes) o roturas por acumulación de daños 
(que pueden corresponder al fenómeno de fatiga del hormigón pretensado) son importan-
tes a efectos de evaluar la probabilidad de rotura. 
Tensiones 














0 -!4...,.:!:::----+----±;~'"""'~<---._+l\r-l+.o--+~-----<~+--lt-. 5-tl -+--+---r-----+--2t-.o~~~->-2+-.5---!-l ~~->--3+-.o~t-. seg. 









\ 1 1 
\ 1 1 
\ 1 1 
\ 1 1 
\ 1 1 
\ 1 1 
\ 1 \ 1 






' .... -~ 
Figura 12. 
RESPUESTA DEL ELEMENTO 5~ 
( Cólculo directo en diferencias) 
En general, estos problemas exigen un conocimiento previo de la distribución de 
cruces de las respuestas por un umbral y de su distribución de picos. Normalmente la 
rotura por fatiga se estudia mediante la fórmula N Sb = e, en donde N representa el nú-
mero de ciclos hasta la rotura de fatiga, S la amplitud de la tensión (respuesta) y b, e son 
eonstantes positivas del material. 
Adicionalmente se suele introducir el postulado de Palmgren-Miner que supone un 
fenómeno acumulativo del daño lineal; es decir, el daño ~ St producido por nt ciclos de 
amplitud St es: 
n¡ 
~ s1 = -- (n1 < N) 
N 
siendo Nt el número de ciclos que produce la rotura con la tensión St. 
Si las tensiones son variables el daño total es: 
n¡ 
~ = ~ ~ si = ~ -- = c-1 ~ ni S; b 
N 
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Conviene tener en cuenta que el hormigón pretensado presenta un diferente com-
portamiento de fatiga, según se encuentre en la situación de pretensado parcial o total. 
Este hecho complica la formulación anterior del estudio de la respuesta, que debe incluir 
el estudio del fenómeno de rotura por primer paso. Ver referencia 17. 
12. Como resumen de estas notas se pueden deducir las siguientes conclusiones: 
a) La determinación del coeficiente de impacto en puentes de ferrocarril es un pro-
blema de formulación compleja, <1ue exige un planteamiento en general estocástico si se 
desean obtener resultados reales. 
b) En la actual reglamentación espaüola de puentes de ferrocarril que data del año 
19.56, el coeficiente de impacto para puentes de hormigón, probablemente sea excesivo, 
ya que la técnica del hormigón pretensado no tenía en aquel entonces su desarrollo ac-
tual. Por otra parte, el eoeficiente de impacto se deduce exclusivamente en la Instrucción 
como función de la luz del puente. 
En la referencia 20 se indica otra fórmula práctica que eonsidera el coeficiente de 
impacto dependiente de la luz, velocidad y frecuencia propia del puente. Sin embargo, 
el aspecto de la fatiga no ha sido considerado. 
e) Parece, pues, conveniente una revtston del coeficiente de impacto a aplicar a 
puentes pretensados de ferrocarril, que considere el problema en toda su amplitud técnica 
v experimentalmente. 
El nivel tcenológico y la economía del país podían ser razones a considerar para ini-
ciar este tipo de estudios. 
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